


内容 

 伪随机数生成方法 

 蒙特卡洛方法 

 蒙特卡洛树搜索 

 经验分享 
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伪随机数生成方法 

 随机现象是自然过程或人工过程中由多种未知因素

共同作用产生的一种只可分析其统计规律却不能预

测其发生的不确定现象. 这种现象表现为一系列没有

规则的数值时就成为随机数. 

 

 所谓随机数, 其实是一个特殊的数列, 该数列中的每

项以同等的概率选取, 这种选取不依赖于数列中的其

他项. 因此, 说一个具体的数(如50)是随机的是没有意

义的, 尽管它可以是某个随机数序列中的某一项. 
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伪随机数生成方法 

 自然界中的很多现象, 例如抛掷硬币、抛掷骰子、转

轮、洗牌等都展示出随机性, 我们可以利用这些现象

产生一些短周期的随机数. 

 

 利用计算机中的某些事件, 如定时中断或时钟等也可

以产生随机数, 但这种机械方法由于计算机硬件故障

经常会使随机数偏斜, 并且这些数没法重复产生.  
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伪随机数生成方法 

 1946年, 冯.诺依曼首次给出了使用计算机程序产生随

机数的方法, 但事实证明这种方法产生的数也并非是

随机的.一个普遍的观点是, 绝对随机的随机数只是一

种理想的随机数, 计算机不会产生绝对随机的随机数, 

它只能生成相对随机的随机数, 即伪随机数. 因此, 伪

随机数并不是假随机数, 这里的“伪”是有规律的意

思, 就是产生的伪随机数既是随机的又是有规律的. 

 

 这样产生的数列虽然不是由真实的随机现象产生的, 

但具有类似于随机数的统计性质, 可以作为随机数来

使用.  
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伪随机数生成方法 

 几乎每一种智能优化算法都要用到伪随机数: 

 遗传算法: 随机产生初始种群, 轮转法选择个体, 随机 选择

交叉点, 随机选择变异的基因 

 禁忌搜索算法: 随机选择初始解和多阶段禁忌搜索初始解 

 模拟退火算法: 随机选择邻域解, 按概率作转移决策 

 蚁群算法: 随机产生初始蚁群, 按概率选择路径 

 粒子群优化算法: 随机初始化, 移动方向的随机加权组合 

 捕食搜索算法: 随机初始化, 在限制区域内的随机搜索 

 人工神经网络算法: 随机初始化, 随机梯度下降 

 动态进化计算、算法性能测试…… 
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伪随机数生成方法 

 已有通用伪随机数生成程序不足之处: 

 随机序列的长度和随机数的字长固定, 而自编程序可以

自由控制 

 在重复计算中, 不如自编的程序容易控制 

 除了正态分布, 一般没有产生其他分布的现成程序 

 

 掌握使用计算机产生随机数的原理和方法十分必要, 

在实际应用中可以得心应手. 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 0-1均匀分布的伪随机数是最基本也是最简单的伪随机

数, 它是生成一切其他分布的伪随机数的基础 

 设𝑋是0-1均匀分布的随机变量, 𝑥是𝑋的一个取值, 记为

𝑥 ∈ 𝑈(0, 1). 其中𝑈表示均匀分布, 0, 1表示分布的区间. 

𝑋的概率密度函数为 

      𝑓 𝑥 =  
1,  0 ≤ 𝑥 < 1
0,            其他
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连续型随机变量的概率密度函数是一个
描述这个随机变量的输出值, 在某个确

定的取值点附近的可能性的函数. 



0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 0-1均匀分布的伪随机数是最基本也是最简单的伪随机

数, 它是生成一切其他分布的伪随机数的基础 

 设𝑋是0-1均匀分布的随机变量, 𝑥是𝑋的一个取值, 记为

𝑥 ∈ 𝑈(0, 1). 其中𝑈表示均匀分布, 0, 1表示分布的区间. 

𝑋的累积分布函数为 

      𝐹 𝑥 =  
0,          𝑥 < 0
𝑥,  0 ≤ 𝑥 < 1
1,          𝑥 ≥ 1
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 容易得到, 𝑈(0, 1)的数学期望𝜇和标准差𝜎分别为 

𝜇 =
1

2
, 𝜎 =

1

2 3
 

 数学期望:反映随机变量平均取值的大小,试验中每次可能

结果的概率乘以其结果的总和 

 标准差:反映组内个体间的离散程度, 所有数减去其平均值

的平方和, 所得结果除以该组数之个数, 再把所得值开根号, 

所得之数就是这组数据的标准差。 

 

 0-1均匀分布的伪随机数通常是由均匀分布的伪随机数

整数除以数列长度(周期)获得. 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 伪随机数生成方法好坏的判断标准: 

① 产生的数列具有很好的随机性和均匀性 

② 不出现重复的数列的长度(周期)要尽可能长 

③ 产生伪随机数的计算速度要快 

④ 计算程序占用的计算机内存要尽可能少 

 

 定义1  设 𝑥𝑖 是一个整数序列, 如果𝑇是满足下列条件的

最小正整数: 存在整数𝑖0使得所有𝑖 ≥ 𝑖0, 都有𝑥𝑖+𝑇 = 𝑥𝑖 , 

则称𝑇为 𝑥𝑖 的周期. 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 产生均匀分布随机数的方法主要有: 

① 平方取中法:  将一个2𝑛位的二进制随机数取平方后, 

取中间的2𝑛位作为新的随机数, 迭代公式为

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘 × 𝐵𝑘 2𝑛, 其中𝐵𝑘为第𝑘次迭代得到的二

进制随机数, ∙ 2𝑛表示取中间2𝑛位数字 

② 倍积取中法: 用一个整数常数𝐴来乘一个𝑛位的随机

数, 取中间𝑛位作为新的随机数, 迭代公式为

𝑆𝑘+1 = 𝐴 × 𝑆𝑘 2𝑛 

③ 乘同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

④ 线性同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 + 𝐶  𝑚𝑜𝑑(𝑀) 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 乘同余法基本思想: 用一个整数常数𝐴来乘一个

随机数, 将得到的积除以模𝑀的余数作为新的随

机数. 迭代公式如下: 

𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

其中𝑆𝑘表示第𝑘次迭代得到的随机数, 𝑚𝑜𝑑(∙)表示取模

运算. 

 

 显然, 我们总是希望随机数序列的周期越长越好 

 周期如何计算? 

 如何让周期尽量长? 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 乘同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 根据数论的理论可以证明: 位数为𝐿的计算机, 如

果取模数𝑀 = 2𝐿, 当下面两个条件满足: 1) 

𝐴 = 8𝑘 ± 3且𝐴 = 4𝑘 + 1, 𝑘为正整数; 2) 𝑆0为奇

数.乘同余法获得的随机数序列周期最长, 为2𝐿−2 

 

例1 若𝐿为6, 则𝑀 = 64, 取𝐴 = 13, 𝑆0 = 1, 可获

得一个周期为24 = 16的随机数序列: 

{𝟏, 13,41,21,17,29,57,37,33,45,9,53,49,61,25,5, 𝟏,⋯ } 
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0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 线性同余法基本思想: 用一个整数常数𝐴来乘一

个随机数再加上一个整数常数𝐶, 将得到的结果

除以模𝑀的余数作为新的随机数. 迭代公式如下: 

𝑆𝑘+1 = (𝐴𝑆𝑘 + 𝐶) 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

其中𝑆𝑘表示第𝑘次迭代得到的随机数, 𝑚𝑜𝑑(∙)表示取模

运算. 

 

 显然, 当𝐶 = 0时, 线性同余法退化为乘同余法.  

 在同等位数的计算机上, 线性同余法能够产生比

乘同余法生成的周期更长的随机 数序列 15 



0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 线性同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 + 𝐶  𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 根据数论的理论可以证明: 位数为𝐿的计算机, 如

果取模数𝑀 = 2𝐿, 当下面两个条件满足: 1) 

𝐴 = 4𝑘 + 1, 𝑘为正整数; 2) 𝐶与𝑀互素. 线性同余

法获得的随机数序列周期最长, 为2𝐿 

 

例2 若𝐿为5, 则𝑀 = 32, 取𝐴 = 13, 𝐶 = 5, 𝑆0 = 1, 

可获得一个周期为25 = 32的随机数序列: 

{𝟏, 18, 15, 8, 13, 14, 27, 4, 25, 10, 7, 0, 5, 6, 19, 28, 17, 2, 

 31, 24, 29, 30, 11, 20, 9, 26, 23, 16, 21, 22, 3, 12, 𝟏,⋯ } 16 



0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 线性同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 + 𝐶  𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 乘同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 位数为𝐿的计算机 

 线性同余法最大周期: 2𝐿 

 乘同余法最大周期: 2𝐿−2 

 

 虽然线性同余法比乘同余法要多做一次加法, 但

是在同一计算机上生成的随机数序列的周期是

乘同余法的4倍! 
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伪随机数生成方法 
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 从初等数论角度介绍两种伪随机数生成方法.  
 

 第一种方法是莱梅于1949年发明的线性同余方法. 

设整数𝑛, 𝑎, c, 𝑥0满足下列条件:  

2 ≤ 𝑎 < 𝑛,  0 ≤ 𝑐 < 𝑛,  0 ≤ 𝑥0 ≤ 𝑛,  

那么伪随机数序列由下面的公式给出： 

𝑥𝑖+1 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑐  𝑚𝑜𝑑 𝑛.  

这里𝑛, 𝑎, c, 𝑥0分别被称为模数, 倍数, 增量和种子. 

上面的公式也称作线性同余生成器,  

它给出0到𝑛 − 1的整数序列𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯.  

如果我们想生成 0, 1 内的伪随机数, 那么只需用𝑛去除序列
𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯中的每项即可.  

如果把这个序列中的每项都模2, 则得到一个0, 1伪随机数序列. 



伪随机数生成方法 
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 容易从𝑥𝑖+1 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑐  𝑚𝑜𝑑 𝑛中得到 𝑥𝑖 的通项: 

𝑥𝑖 = 𝑎
𝑖𝑥0 +
𝑎𝑖 − 1

𝑎 − 1
∙ 𝑐  𝑚𝑜𝑑 𝑛 

作为一个练习, 同学们可使用数学归纳法证明上式的确

是 𝑥𝑖 的通项. 

 例3 设𝑛 = 9, 𝑎 = 7, 𝑐 = 4, 𝑥0 = 3,  

 则由线性同余生成器可产生序列3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, ⋯. 

显然, 这个序列在重复出现3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5之前有

9 𝑛 = 9 个不同的数. 

 



伪随机数生成方法 
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 例4   设𝑛 = 12, 𝑎 = 3, 𝑐 = 4, 𝑥0 = 5, 则由线性同余生成

器计算有 

𝑥1 = 3 × 5 + 4  𝑚𝑜𝑑 12 = 7,  

𝑥2 = 3 × 7 + 4  𝑚𝑜𝑑 12 = 1,  

𝑥3 = 3 × 1 + 4  𝑚𝑜𝑑 12 = 7,  

⋮ 

因此该线性同余生成器产生序列5, 7, 1, 7, 1, 7, 1,  ⋯.  

值得注意的是, 这个序列在重复出现7, 1之前仅有

3 < 𝑛 个不同的数. 



伪随机数生成方法 
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 在上面两个例子中可以发现, 线性同余生成器产生的

伪随机数具有周期性.  

 

 这是因为𝑥𝑖 ∈ ℤ𝑛仅有𝑛个可能的取值, 于是必然存在

整数𝑗 > 𝑖, 使得𝑥𝑗 = 𝑥𝑖, 从而由线性同余生成器

[𝒙𝒊+𝟏 = 𝒂𝒙𝒊 + 𝒄  𝒎𝒐𝒅 𝒏] 计算知, 对任意正整数𝑘都

有𝑥𝑗+𝑘 = 𝑥𝑖+𝑘, 所以序列在至多𝑛个项后必定重复. 



伪随机数生成方法 

22 

 定理1   设线性同余生成器𝑥𝑖+1 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑐  𝑚𝑜𝑑 𝑛产生的伪
随机数序列的周期为𝑇, 则𝑇 = 𝑛当且仅当下述条件成立: 

(1) 𝑐, 𝑛 = 1. 

(2) 𝑎 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 , 这里𝒑跑遍𝒏的所有素因数. 

(3) 当4|𝑛时, 𝑎 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 4 . 
 

 上述定理的证明相当复杂, 有兴趣的同学可参见下面的参考文献. 

[D. Knuth(高德纳). The Art of Computer Programming, vol. 2: Seminumerical 
Algorithms (3rd Edition). Reading, MA: Addison-Wesley. 1997] 

 线性同余法: 位数为𝐿的计算机, 如果取模数𝑀 = 2𝐿, 当下

面两个条件满足: 1) 𝐴 = 4𝑘 + 1, 𝑘为正整数; 2) 𝐶与𝑀互素, 

线性同余法获得的随机数序列周期最长, 为2𝐿 



伪随机数生成方法 
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 尽管线性同余生成器被广泛用于产生伪随机数, 但它也存

在一些不足. 例如, 当已知该伪随机数序列的一些项后, 我

们有可能计算出𝑥𝑖+1 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑐  𝑚𝑜𝑑 𝑛中的一些参数𝑎, 𝑐

和𝑛, 于是可以得到该序列的所有项. 如果这样的伪随机数

应用于密码协议中, 必然影响密码体制的安全.  

 

 为了增强伪随机数的安全性, 1986年L. Blum等人发明了

平方伪随机数生成器, 该生成器产生的序列𝑥0, 𝑥1… , 𝑥𝑖 , …

具有这样的性质: 从任意项𝑥𝑖在合理的时间内无法计算出

𝑥𝑖−1. 这里, 从𝑥𝑖计算𝑥𝑖−1的困难性是基于大整数分解的困

难性假设的. 



伪随机数生成方法 
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 平方伪随机数生成器[了解] 

设𝑛是正整数, 𝑥0 ∈ ℤ, 那么平方伪随机数生成器由下面的

公式给出:  𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖
2 𝑚𝑜𝑑 𝑛,                        

也即: 𝑥𝑖 = 𝑥0
2𝑖  𝑚𝑜𝑑 𝑛,  

这里𝑛和𝑥0分别是模数和种子. 

 例5  设𝑛 = 209, 𝑥0 = 6, 那么平方伪随机数生成器产生下面

的序列： 

6, 36, 42, 92, 104, 157, 196, 169, 137, 168, 9, 81, 82, 36, 42,… ,  

它的周期为𝑇 = 12. 



伪随机数生成方法 
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 定理2  设𝑜𝑟𝑑𝑛𝑥0 = 2
𝑡𝑠, 其中𝑠是奇数, 𝑡是非负整数, 则平

方伪随机数生成器𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖
2 𝑚𝑜𝑑 𝑛生成的伪随机数序列

的周期是𝑜𝑟𝑑𝑠2. [了解] 

 

 例如, 在例5中𝑛 = 209, 𝑥0 = 6, 计算知𝑜𝑟𝑑𝑛𝑥0 =

𝑜𝑟𝑑2096 = 90 = 2 × 45, 所以平方伪随机数生成器用模数

209和种子6生成的伪随机数序列的周期为𝑇 = 𝑜𝑟𝑑𝑠2 =

𝑜𝑟𝑑452 = 12, 这与我们在例5中观察到的一致. 



0-1均匀分布伪随机数生成方法 

 线性同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 + 𝐶  𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 乘同余法: 𝑆𝑘+1 = 𝐴𝑆𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝑀) 

 

 获得随机数𝑆𝑖后, 0 − 1均匀分布的随机数𝑥𝑖 ∈ 𝑈(0, 1)

就可以用除以模的方式获得: 𝑥𝑖 = 𝑆𝑖/𝑀  

 [𝑎, 𝑏]之间均匀分布的随机数𝑦𝑖 ∈ 𝑈(𝑎, 𝑏)则可以由下式

获得: 𝑦𝑖 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑥𝑖  

 智能优化算法中经常要产生1和𝑛之间的整数𝐾, 也可由

0 − 1均匀分布的随机数生成: 

𝐾 = 1 + 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟 𝑥𝑛 , 𝑥 ∈ 𝑈(0,1) 
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正态分布伪随机数生成方法 

 正态分布也称高斯分布, 是最常见的随机分布, 在智能

优化方法中也经常用到 

 若𝑋服从参数为𝜇和𝜎的正态分布, 即𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2)或

𝑥 ∈ 𝑁(𝜇, 𝜎2). 其中, 𝜇和𝜎分别为𝑋的期望值和标准差. 

当𝜇 = 0和𝜎 = 1时, 称为0 − 1正态分布, 即𝑁(0,1). 其

概率密度函数为 

      𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
𝑒−
𝑥2

2   
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正态分布伪随机数生成方法 

 其他正态分布都可以用0-1正态分布𝑁(0, 1)生成 

 

 由概率论知, 若𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑁是𝑛个独立同分布的随机变

量, 当𝑛足够大时 

𝑋 = 𝑌1 + 𝑌2 +⋯+ 𝑌𝑛 

就近似于一个正态分布. 一般来说, 当𝑛 > 6时, 𝑋就是

一个正态分布的很好的近似. 𝑋的均值和方差分别为 

𝜇𝑥 = 𝜇1 + 𝜇2 +⋯+ 𝜇𝑛 = 𝑛𝜇 

𝜎𝑥
2 = 𝜎1

2 + 𝜎2
2 +⋯+ 𝜎𝑛

2 = 𝑛𝜎2 

 
28 



正态分布伪随机数生成方法 

 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑁独立同分布 

𝑋 = 𝑌1 + 𝑌2 +⋯+ 𝑌𝑛 

𝜇𝑥 = 𝑛𝜇, 𝜎𝑥
2 = 𝑛𝜎2 

 

 于是有𝑋~𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎2)或𝑥 ∈ 𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎2), 令 

𝑧 =
𝑥 − 𝜇𝑥
𝜎𝑥

 

可将其转变为𝑁(0,1), 也即𝑧 ∈ 𝑁(0,1). 显然有 

𝑧 =
 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑛𝜇

𝑛𝜎2
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正态分布伪随机数生成方法 

 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑁独立同分布 

𝑋 = 𝑌1 + 𝑌2 +⋯+ 𝑌𝑛 

𝑧 =
 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑛𝜇

𝑛𝜎2
, 𝑧 ∈ 𝑁(0,1) 

 令𝑌𝑖为0 − 1均匀分布𝑈(0,1), 已知 𝜇 =
1

2
, 𝜎 =

1

2 3
, 代入 

𝑧 =
 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑛/2

𝑛/12
 

取𝑛 = 12, 得 

𝑧 = 𝑦𝑖
12

𝑖=1
− 6 
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正态分布伪随机数生成方法 

 正态分布伪随机数生成方法总结 

产生12个0 − 1均匀分布的伪随机数𝑦𝑖 ∈ 𝑈(0,1) 

计算  

𝑧 = 𝑦𝑖
12

𝑖=1
− 6 

得到𝑧是服从0 − 1正态分布的随机数, 𝑧 ∈ 𝑁(0,1) 

给定数学期望𝜇和标准差𝜎, 计算 

𝑥 = 𝜇 + 𝜎𝑧 

便可得到服从𝑁(𝜇, 𝜎2)正态分布的随机数𝑥 
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其他分布伪随机数生成方法 

 除了均匀分布和正态分布之外, 智能优化算法中还可

能用到其他分布函数的伪随机数. 这里介绍产生其他

已知分布函数的随机数的逆变法 

 

① 由给定密度函数𝑓(𝑥)计算分布函数𝐹(𝑥), 或𝐹(𝑥)已知 

② 推导𝐹(𝑥)的逆函数𝐹−1(𝑦)   (𝑦 = 𝐹(𝑥), 𝑥 = 𝐹−1(𝑦)) 

③ 产生0 − 1均匀分布的随机数序列{𝑦𝑖}, 𝑦 ∈ 𝑈(0,1) 

④ 由公式𝑥 = 𝐹−1(𝑦)计算得到一个分布为𝐹(𝑥)的随机数

序列{𝑥𝑖} 
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其他分布伪随机数生成方法 

 逆变法的推导 

 𝑋是一个已知分布函数为𝐹(𝑥)的随机变量 

𝑌 = 𝐹(𝑋)是一个关于𝑋的, 以𝑋的分布函数𝐹(∙)为函数

的随机变量, 对于𝑋的一个样本值𝑥, 有𝑦 = 𝐹(𝑥)是𝑌的

一个样本值. 记𝐹−1(∙)是𝐹(∙)的逆函数, 有𝑥 = 𝐹−1(𝑦) 

按照分布函数的定义, 𝑌的分布函数为 

𝑃 𝑌 < 𝑦 = 𝑃 𝐹 𝑋 < 𝑦 = 𝑃 𝑋 < 𝐹−1 𝑦  

= 𝑃 𝑋 < 𝑥 = 𝐹 𝑥 = 𝑦 

若𝑌的定义域为[0,1], 则𝑌服从0 − 1均匀分布 

因此只要产生一个𝑦 ∈ 𝑈(0,1), 就可以使用分布函数的

逆函数𝐹−1(∙)生成分布函数为𝐹(∙)的随机数. 
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其他分布伪随机数生成方法 

 例6 产生负指数分布的随机数𝒙 

 

负指数分布的密度函数为𝑓 𝑥 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 , (𝑥 ≥ 0) 

可得分布函数 

𝐹 𝑥 =  𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡
𝑥

0

= 1 − 𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ≥ 0 

令𝑦 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥, 求逆函数得𝑥 = −
1

𝜆
ln (1 − 𝑦) 

𝑦是0 − 1均匀分布时, 𝑢 = 1 − 𝑦也是0 − 1均匀分布. 

因此, 生成𝑢 ∈ 𝑈(0,1), 计算𝑥 = −
1

𝜆
ln 𝑢 

可得负指数分布的随机数𝑥 
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蒙特卡洛方法 

 蒙特卡洛方法是一类依靠重复随机采样来获得数值结

果的计算方法的统称. 它们的核心思想是利用随机性

来求解原则上可能是确定性的问题.  

 

 理论上, 蒙特卡洛方法可以用于求解任何在统计意义

下可解释的问题. 蒙特卡洛方法的理论基础是大数定

律.大数定律(law of large numbers)是一种描述当试验次

数很大时所呈现的概率性质的定律. 大数定律通俗一

点来讲, 就是样本数量很大的时候, 样本均值和真实均

值充分接近. 
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蒙特卡洛方法 

 蒙特卡洛方法通常包括以下几个步骤: 

① 定义输入数据的范围 

② 在指定范围内生成满足一定概率分布的随机输入数据 

③ 对输入数据进行确定性计算 

④ 合成计算得出结果 
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 实例1 用蒙特卡洛方法计算𝜋: 

① 给定一个2 × 2正方形, 画出其内切圆 

② 在正方形内随机均匀绘制散点 

③ 统计正方形内的散点总数𝑁𝑆和内切圆内的散点数量𝑁𝐶  

④ 计算
𝑁𝐶

𝑁𝑆
, 由
𝑁𝐶

𝑁𝑆
=
𝜋

4
, 得𝜋 = 4

𝑁𝐶

𝑁𝑆
 

 



蒙特卡洛方法 

 要点: 

① 散点必须是在正方形内随机均匀分布 

② 散点数量必须足够多, 若只有少量散点, 近似效果差; 散点

数量越多, 近似效果越好 

 37 

 实例1 用蒙特卡洛方法计算𝜋: 

① 给定一个2 × 2正方形, 画出其内切圆 

② 在正方形内随机均匀绘制散点 

③ 统计正方形内的散点总数𝑁𝑆和内切圆内的散点数量𝑁𝐶  

④ 计算
𝑁𝐶

𝑁𝑆
, 由
𝑁𝐶

𝑁𝑆
=
𝜋

4
, 得𝜋 = 4

𝑁𝐶

𝑁𝑆
 

 



蒙特卡洛方法 
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 用蒙特卡洛方法计算积分:  

 

 实例2 用蒙特卡洛方法计算 𝑥2𝑑𝑥
1

0
 

① 确定函数𝑦 = 𝑥2的取值范围: 𝑥 ∈ 0,1 , 𝑦 ∈ [0,1] 

② 在上述正方形区域内随机均匀绘制散点 

③ 统计正方形内的散点总数𝑁𝑆和红色区域内的散点数量𝑁𝑅 

④ 计算
𝑁𝑅

𝑁𝑆
, 得 𝑥2𝑑𝑥

1

0
=
𝑁𝑅

𝑁𝑆
 

 



蒙特卡洛方法 

39 

 用蒙特卡洛方法模拟系统内部的随机运动:  

 
 实例3 用蒙特卡洛方法模拟单车道的交通情况 

根据 Nagel-Schreckenberg 模型, 车辆的运动满足以下规则: 

 当前速度是𝑣 

 如果前面没车, 它在下一秒的速度会提高到𝑣 +  1, 直到达到

规定的最高限速 

 如果前面有车, 距离为𝑑, 且𝑑 < 𝑣, 那么它在下一秒的速度会降

低到𝑑 − 1 

 此外, 司机还会以概率𝑝随机减速, 将下一秒的速度降低到

𝑣 − 1 

 



蒙特卡洛方法 
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 用蒙特卡洛方法模拟系统内部的随机运动:  

 
 实例3 用蒙特卡洛方法模拟单车道的交通情况 

根据 Nagel-Schreckenberg 模型, 在一条直线上, 随机产生100个点, 

代表道路上的100辆车, 另取概率𝑝为 0.3  



蒙特卡洛方法 
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 实例3 用蒙特卡洛方法模拟单车道的交通情况 

右图中, 横轴代表距离(从左
到右), 纵轴代表时间(从上到
下), 因此每一行就表示下一
秒的道路情况. 
 
可以看到, 该模型会随机产
生交通拥堵(图形上黑色聚
集的部分). 这就证明了, 单
车道即使没有任何原因, 也
会产生交通堵塞. 



蒙特卡洛树搜索 

42 

 蒙特卡洛树搜索全称 Monte Carlo Tree Search(MCTS), 

是一种人工智能问题中做出最优决策的方法, 一般是

在组合博弈中的行动规划形式. 它结合了随机模拟的

一般性和树搜索的准确性. 

 

 MCTS受到快速关注主要是由计算机围棋程序的成

功以及其潜在的在众多难题上的应用所致. 超越博弈

游戏本身, MCTS 理论上可以被用在以 {状态 state, 行

动 action} 对定义和用模拟进行预测输出结果的任何

领域. 

 

 



蒙特卡洛树搜索 
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 人/机器下棋的基本决策过程: 根据当前棋面状态, 确

定下一步动作 

 那么, 该下哪步才能保证后续赢球的概率比较大? 

 最容易想到的就是枚举之后的每一种下法, 然后计算

每步赢棋的概率, 选择概率最高的就好. 

 



蒙特卡洛树搜索 
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 中国象棋、国际象棋等都能暴力求解.  

 但是, 对于围棋而言, 状态空间实在太大, 无法枚举. 

 AlphaGo整合深度学习和蒙特卡洛树搜索解决该问题 



蒙特卡洛树搜索 
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蒙特卡洛树搜索 

46 

 基本的 MCTS 算法非常简单——根据模拟的输出结果, 

按照节点构造搜索树 

 

每个节点必须包含两个重要的信息: 一个是根据模拟
结果估计的值和该节点已经被访问的次数 



蒙特卡洛树搜索 
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 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 

① 选择 Selection: 从根节点 R 开始, 递归选择最优的子
节点直到达到叶子节点 L 



蒙特卡洛树搜索 

48 

 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 
在树向下遍历时的节点选择操作是通过选择

最大化某个量来实现, 这类似于求解多臂赌

博机问题(Multiarmed bandit problem), 其中的

参与者必须选择一个赌博机(bandit)来最大化

每一轮的估计的收益. 我们可以使用 Upper 

Confidence Bounds(UCB)公式来计算这个量： 

𝑣𝑖 + 𝐶 ×
ln𝑁

𝑛𝑖
 

其中, 𝑣𝑖是节点估计的值, 𝑛𝑖是节点被访问的次数, 𝑁是其父节

点已经被访问的总次数, 𝐶是可调参数 



蒙特卡洛树搜索 

49 

 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 
 利用和探索的平衡: 

UCB 公式对已知收益的利用和鼓励接触那些

相对未曾访问的节点的探索之间进行平衡. 

收益估计基于随机模拟, 所以节点必须被访

问若干次来确保估计变得更加可信; MCTS 估

计会在搜索的开始不大可靠, 而最终会在给

定充分的时间后收敛到更加可靠的估计上, 

在无限时间下能够达到最优估计. 

𝑣𝑖 + 𝐶 ×
ln 𝑁

𝑛𝑖
其中, 𝑣𝑖是节点估计的值, 𝑛𝑖是节点被访问的次数, 𝑁

是其父节点已经被访问的总次数, 𝐶是可调参数 



蒙特卡洛树搜索 
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 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 

② 扩展 Expansion: 如果 L 不是一个终止节点(也即, 不
会导致博弈游戏终止) 那么就创建一个或者更多的
子节点, 选择其中一个 C 



蒙特卡洛树搜索 
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 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 

③ 模拟 Simulation: 从 C 开始运行一个模拟的输出, 直
到博弈游戏结束 



蒙特卡洛树搜索 
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 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 

④ 反向传播 Backpropagation: 用模拟的结果输出更新
当前行动序列, 也即更新访问过的节点上的信息. 

每个节点包含两个重要信息: 
 1)根据模拟结果估计的值;  
2)该节点已经被访问的次数 



蒙特卡洛树搜索 
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 基本的蒙特卡洛树搜索(MCTS)算法 

 



蒙特卡洛树搜索 
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 蒙特卡洛树搜索算法优点 

① MCTS 不要求任何关于给定的领域策略或者具体实践知识来

做出合理的决策. 这个算法可以在没有任何关于博弈游戏除基

本规则外的知识的情况下进行有效工作; 这意味着一个简单的 

MCTS 实现可以重用在很多的博弈游戏中, 只需要进行微小的

调整. 

② MCTS 执行一种非对称的树的适应搜索空间拓扑结构的增长. 

这个算法会更频繁地访问更加有趣的节点, 并聚焦其搜索时间

在更加相关的树的部分. 这使得 MCTS 更加适合那些有着更大

的分支因子的博弈游戏, 比如说 19X19 的围棋, 这么大的组合

空间会给标准的基于深度或者宽度的搜索方法带来问题, 所以 

MCTS 的适应性说明它(最终)可以找到那些更加优化的行动, 

并将搜索的工作聚焦在这些部分. 

 

 



蒙特卡洛树搜索 
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 蒙特卡洛树搜索算法优点 

③ 算法可以在任何时间终止, 并返回当前最有的估计. 当前构造

出来的搜索树可以被丢弃或者供后续重用. 

④ 算法实现非常方便. 

 

 



经验分享 
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[1] Zhouhui Lian, Afzal Godil, Paul L. Rosin, Xianfang Sun. A New Convexity 
Measurement for 3D Meshes, CVPR 2012 

 The ratio 𝑅 𝑀, 𝛼, 𝛽, 𝛾 =
𝑃𝑣𝑖𝑒𝑤 𝑀,𝛼,𝛽,𝛾

𝑃𝑓𝑎𝑐𝑒 𝑀,𝛼,𝛽,𝛾
 relates closely to the convexity 

of a 3D mesh M.  

 𝑅 𝑀, 𝛼, 𝛽, 𝛾  changes when the rotation angles 𝛼, 𝛽, 𝛾 vary, then a set 
of such ratios can be obtained by randomly (or uniformly) rotating the 
mesh around its center. 

 A new shape descriptor CD (i.e., Convexity Distribution) can be 
constructed based on the distribution of the above-mentioned ratios. 



经验分享 
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[1] Zhouhui Lian, Afzal Godil, Paul L. Rosin, Xianfang Sun. A New Convexity 
Measurement for 3D Meshes, CVPR 2012 

Advantage: The Convexity Distribution employs a histogram instead of a 
single value to better describe the convexity-related properties of 3D 
shapes compared to other existing convexity measurements. 

Settings: . 

Rotation angles: random floating numbers between 0 to 2𝜋 

The number of rotations: 𝑁𝑟𝑜𝑡 = 10000 

The number of bins of a histogram: 𝑁ℎ𝑖𝑠 = 1024 
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[1] Zhouhui Lian, Afzal Godil, Paul L. Rosin, Xianfang Sun. A New Convexity 
Measurement for 3D Meshes, CVPR 2012 
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[2] Z. Lian, A. Godil, X. Sun, J. Xiao. CM-BOF: Visual Similarity based 3D Shape 
Retrieval Using Clock Matching and Bag-of-Features, Machine Vision and 

Applications (MVAP), vol. 24, no. 8, pp. 1685-1704, 2013 
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 论文讲解(姓名排序随机生成) 

 编程实现: 用线性同余法产生周期为65536的长度为

一个周期的0-1均匀分布伪随机数序列, 再用该伪随

机数序列生成𝑁(2,9)的正态分布伪随机数序列, 最后

用生成的伪随机数来计算𝜋,  近似值需在3.14158 −

3.14160之间 

 在教学网提交 http://course.pku.edu.cn/ 
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